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AYDIN ADNAN MENDERES ÜNİVERSİTESİ
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Girişten sonra beş bölümden oluşan bu tez çalışmasında, warped çarpım
manifoldları üzerinde bazı özel yapılar incelenerek manifoldun kompaktlığı,
warping fonksiyonunun sabit olup olmaması, taban ve fiber manifoldlarının yapısı
ile ilgili sonuçlar elde edilmiştir.
İlk iki bölümde Riemann geometrisinde sıkça kullanılan temel kavramlar verilmiş
ve Riemann manifodları üzerinde bazı özel yapılar tanıtılmıştır.
Warped çarpım manifoldları üzerinde Ricci solitonlar ile ilgili yapılan çalışmalara
ve elde edilen yeni sonuçlara üçüncü bölümde yer verilmiştir.
Dördüncü bölümde warped çarpım manifoldları üzerinde almost Ricci
solitonlar incelenmiş, çoklu warped çarpım manifoldu üzerinde elde edilen
karakterizasyonlar verilmiştir.
Son bölümde ise warped çarpım manifoldları üzerinde τ-quasi Ricci-Harmonik
metriklerin varlığı araştırılmış, manifoldun rigiditesi ile ilgili sonuçlar verilmiştir.
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In this study, which consists an introduction and five chapters, some results are
obtained for compactness of manifold, whether the warping function is constant or
not, and structure of the base and fiber by examining certain special structures on
warped product manifolds.
In first two chapters, basic notions of Riemann geometry are recalled and some
special structures on Riemann manifolds are introduced.
In third chapter, Ricci solitons on warped products are examined and new results
on this subject are given.
Fourth chapter focuses on almost Ricci solitons on warped product manifolds
so that some new characterizations for almost Ricci solitons on multiply warped
product manifolds are obtained.
In the final chapter, existence of τ-quasi Ricci-Harmonic metrics on warped
products is investigated and regarding outcomes on the rigidity of the manifold
are stated.
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R M manifoldunun skalar eğriliği
tr İz operatörü




Warped çarpım manifoldları, hem geometri hem de fizikte bulduğu geniş uygulama
alanları sayesinde günümüze kadar ilgi ile çalışılan konulardan biri olmuştur.
Warped çarpım kavramı, Bishop ve O’Neill [8] tarafından negatif kesitsel eğriliğe
sahip tam(complete) Riemann manifoldlarına örnekler vermek için tanımlanmıştır.
(B,gB) ve (F,gF) Riemann manifoldarı ve f , B manifoldu üzerinde tanımlı pozitif
değerli, diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak üzere,
g = π∗(gB)+( f ◦π)2σ∗(gF)
eşitliği ile tanımlanan g metriği ile birlikte B× F çarpım manifolduna warped
çarpım manifoldu denir ve bu manifold B × f F ile gösterilir. Burada f
fonksiyonuna warping fonksiyonu denir. f fonksiyonun sabit olması durumunda
M manifoldu bilinen Riemann çarpım manifoldudur. Besse’nin [7](s.265), warping
fonksiyonu sabit olmayan bir kompakt Einstein uzayı olup olmadığı ile ilgili
sorusu üzerine, Kim ve Kim [28], manifoldun skalar eğriliği pozitif değil ise
warping fonksiyonu sabit olmayan kompakt Einstein warped çarpım uzayının
bulunmadığını göstermiştir. Ayrıca, warped çarpım manifoldunun Einstein
manifoldu olması için gerek koşulun taban manifoldunun bir quasi-Einstein
manifoldu olması gerektiğini göstermişlerdir.
Einstein manifoldlarının doğal bir genellemesi Ricci solitonlardır. Bir Ricci




Lvg = λg (1.1)
eşitliği ile verilen bir Riemann manifoldudur. Bu eşitliğe göre, V vektör alanının
Killing olması durumunda manifoldun Einstein olduğu açıktır. V vektör alanı M
manifoldu üzerinde tanımlı diferensiyellenebilir bir fonksiyonun gradiyenti ise M
manifolduna gradiyent Ricci soliton denir.V = ∇u olacak biçimdeki u fonksiyonu
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gradiyent solitonun potansiyel fonksiyonu denir. Feitosa, Filho ve Gomes [17]
2017 yılında yaptıkları çalışmada, warped çarpım manifoldunun gradiyent Ricci
soliton olması durumunu incelemişlerdir.
Doktora tezi olarak hazırlanan bu çalışmada, warping fonksiyonu ile potansiyel
fonksiyonu farklı olarak seçilerek warped çarpım manifoldu üzerinde yeni
karakterizasyonlar elde edilmesi amaçlanmaktadır. Bunun için, warped çarpım
manifoldarı üzerinde bazı özel yapılar incelenecek, böylelikle warped çarpım
manifoldunun kompaktlığı, warping fonksiyonunun sabit olup olmaması, taban ve
fiber manifoldlarının yapısı ile ilgili bulunan sonuçlar açıklanacaktır.
Girişten sonraki ilk bölümde, Riemann geometrisinde yer alan tez konusu ile ilgili
bazı tanım ve teoremler verilecektir. İkinci bölümde, tezin diğer bölümlerine
alt yapı teşkil edecek olan Riemann manifoldları üzerinde bazı özel yapılar
tanıtılacaktır.
Üçüncü bölümde, warped çarpım ve çoklu warped çarpım manifoldlarının Ricci
soliton olması durumu incelenecektir. Bu bölümde, bazı varsayımlar altında
M manifoldunun kompaktlığına, warping fonksiyonun sabit oluşuna ve taban
manifoldunun yapısına dair sonuçlar elde edilmiştir. Ayrıca, warping ve potansiyel
fonksiyonların gradiyent vektör alanları arasında bir ilişki bulunmuştur.
(1.1) denklemindeki λ sabitinin M manifoldu üzerinde tanımlı diferensiyellenebilir
bir fonksiyon olarak alınabileceği [36] makalesinde gösterilmiştir. Bu durumda
elde edilen manifolda almost Ricci soliton denir. Dördüncü bölümde, çoklu warped
çarpım manifoldu üzerinde almost Ricci solitonlar çalışılarak warping fonksiyonu,
çoklu warped çarpım manifoldu ve taban manifoldu ile ilgili karakterizasyonlar
verilmiştir.
Ricci solitonların bir diğer genellemesi Müller [30] tarafından tanımlanan
Ricci-harmonik solitonlardır. Wang [43], Bakry-Emery tensörünü kullanarak
Ricci-Harmonik metriklerin bir genellemesi olarak τ-quasi Ricci-Harmonik
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metrikleri tanımlamıştır. Beşinci bölümde, warped çarpım manifoldları
üzerinde τ-quasi Ricci-Harmonik metriğin varlığı ile ilgili bazı sonuçlar
diferansiyel denklem sistemleri kullanılarak incelenmiş ve bazı koşullar altında M
manifoldunun harmonik Einstein manifoldu olduğu gösterilmiştir.
2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu bölümde, tez konusu ile ilgili sıklıkla kullanılan temel tanım ve teoremler
verilecektir.
M, n boyutlu bir Riemann manifoldu, (U ,η) bu manifoldun bir koordinat
komşuluğu, η = (x1,x2, ...,xn) bu koordinat komşuluğundan elde edilen koordinat
sistemi olsun. 1≤ j≤ n için ∂ j =
∂
∂x j
olmak üzere {∂1, . . . ,∂n} koordinat çatı alanı
ve bu çatı alanının duali {dx1, . . . ,dxn} olsun.
M manifoldundan R kümesine bütün diferensiyellenebilir fonksiyonların kümesi
F(M) ve M manifoldu üzerindeki bütün diferensiyellenebilir vektör alanlarının
kümesi X(M) olmak üzere, X(M) kümesi F(M) halkası üzerinde bir modüldür
ve R cismi üzerinde bir Lie Cebiridir. X∗(M) kümesi M manifoldu 1-formların
kümesidir. M manifoldu üzerinde bir V vektör alanı ve bir ω 1-formunun









ωidxi dir. f ∈ F(M) fonksiyonunun bir V vektör alanı yönündeki türevi
için
∇V f = d f (V ) =V ( f )
gösterimleri kullanılmaktadır.
Tanım 2.1 ([40]). r,s≥ 0 tamsayıları için,
A : X∗(M)r×X(M)s −→ F(M)
F(M)−çoklineer A dönüşümüne M manifoldu üzerinde (r,s) tipinde bir tensör
alanı denir. M manifoldu üzerinde (r,s)−tipinde bütün diferensiyellenebilir tensör
alanlarının kümesi Trs(M) ile gösterilir.
A ∈ Trs(M) olmak üzere A tensör alanı,
A = ∑A
i1···ir




eşitliği ile verilir. Burada, Ai1···irj1··· js : M −→ R diferensiyellenebilir fonksiyonları,
Ai1···irj1··· js = A(dx
i1 , ...,dxir ,∂ j1 , . . . ,∂ js)
eşitliği ile belirli olan A tensör alanın η koordinat sistemine göre bileşenleridir.
Tanım 2.2 ([40]). M, n boyutlu bir manifold olmak üzere, M manifoldunun her p
noktasına
gp : Tp(M)×Tp(M)−→ R
simetrik, bilineer, pozitif tanımlı gp fonksiyonunu karşılık getiren g dönüşümüne
M üzerinde Riemann metrik tensör alanı denir. g, M manifoldu üzerinde
(0,2)−tipinde bir tensör alanıdır. Bu metrikle birlikte, M manifolduna ya da (M,g)
ikilisine Riemann Manifoldu denir.
Her X ,Y ∈ X(M) için,
g(X ,Y ) = g(dxi(X)Ei,dx j(Y )E j)
= g(Ei,E j)dxi(X)dx j(Y )
olduğundan g metrik tensör alanı
g = g(Ei,E j)dxi⊗dx j
eşitliği ile verilebilir. Burada gi j = g(Ei,E j) fonksiyonları g metriğinin
bileşenleridir. Özel olarak g, Rn uzayının standart metriği olarak seçilirse
g = δi jdxidx j
dir.
ω ∈ X∗(M) olmak üzere V (ω) = ω(V ) eşitliğiyle tanımlı V : X∗(M) → F(M)
fonksiyonu lineer olduğundan V ∈ X(M) vektör alanı (1,0)−tipinde tensör alanı,
ω ∈ X∗(M) 1-formu da M üzerinde (0,1)−tipinde tensör alanıdır. T10(M)∼= X(M)
ve T01(M)∼= X∗(M) olduğu kolaylıkla gösterilebilir.
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X ∈ X(M) vektör alanı için, A(X)Y = g(X ,Y ) eşitliği ile belirli
A : X(M)→ X∗(M)
dönüşümü bir lineer izormorfizmdir. A(X) ∈ X∗(M) 1-formu X∗ ile gösterilirse
X∗(Y ) = g(X ,Y ) eşitliği elde edilir. Burada X∗ 1-formuna, X vektör alanına
karşılık gelen 1-form denir. Karşıt olarak A : X(M)→ X∗(M) dönüşümü lineer
izormorfizm olduğundan X∗ ∈ X∗(M) 1-formu verildiğinde A(X) = X∗ olacak
biçimdeki X vektör alanına X∗ 1-formuna karşılık gelen vektör alanı denir. X(M)
ve X∗(M) kümeleri arasındaki izormorfizm ile elde edilen bu karşılık gelmeye
X(M) ve X∗(M) uzaylarının metriksel olarak denk olması denir.
X∗ 1-formunun bileşenleri
X∗(E j) = 〈gi jXiEi,E j〉= X j
olduğundan, X∗ 1-formuna karşılık gelen j. bileşeni gi jXi fonksiyonlarıdır. Buna
göre X = gi jXiE j olarak yazılabilir. X∗ 1-formuna karşılık gelen X vektör alanının
bileşenleri X j olmak üzere X j = gi jXi dir. Ayrıca X vektör alanlarına karşılık gelen
X∗ 1-formunun bileşenleri de X j = gi jX j olarak yazılabilir.
Tanım 2.3 ([40]). {x1, . . . ,xn}, Mn manifoldunun doğal koordinat sistemi olsun.
V ve W , M manifoldu üzerinde vektör alanları olmak üzere, W = ∑W i∂i için,
∇VW = ∑V (W
i)∂i
eşitliğiyle belirli ∇VW vektör alanına W vektör alanının V vektör alanına göre
kovaryant türevi denir.
Tanım 2.4 ( [40]). M bir Riemann manifoldu olmak üzere, V,W ∈ X(M) için
aşağıdaki önermeleri sağlayan bir ∇ : X(M)×X(M)→ X(M), ∇(V,W ) = ∇VW
fonksiyonuna M manifoldu üzerinde konneksiyon denir:
(D1) ∇VW, W vektör alanına göre R−lineerdir.
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(D2) ∇VW, V vektör alanına göre F(M)−lineerdir.
(D3) f ∈ F(M) için,
∇V ( fW ) = (V f )W + f ∇VW
eşitliği sağlanır.
Tanım 2.5 ([40]). M bir Riemann manifoldu olmak üzere, X ,V,W ∈ X(M) için,
(D4) [V,W ] = ∇VW −∇WV
(D5) X〈V,W 〉= 〈∇XV,W 〉+ 〈V,∇XW 〉
önermelerini sağlayan ∇ konneksiyonuna M manifoldunun Levi-Civita
konneksiyonu denir.
Tanım 2.6 ([35]). A ∈ T0s (M), her X ,V1, . . . ,Vs ∈ X(M) için,
DA(X ,V1, . . . ,Vs) = (DX A)(V1, . . . ,Vs)
eşitliği ile tanımlı olan (0,s+ 1)−tipindeki DA tensör alanına A tensör alanının
kovaryant diferensiyeli denir. Burada DX operatörü, A tensör alanının tensör
türevidir.
Tanım 2.7 ([40]). f ∈ F(M) olmak üzere, f fonksiyonun gradiyenti, d f ∈ X∗(M)
1-formuna metrikçe denk olan vektör alanıdır ve
grad f = ∇ f = gi j∂xi( f )∂ j
biçiminde yazılır.
X ∈ X(M), X = X j∂ j olmak üzere,
d f (X) = (∂i( f )dxi)(X j∂ j) = X j∂i( f )δi j
= X j∂ j( f )
= g(X ,∇ f )
olarak elde edilir.
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Tanım 2.8 ([40]). f ∈ F(M) olsun.
Hess f = ∇(∇ f ) = ∇2 f
eşitliğiyle tanımlı Hess f : X(M)×X(M) −→ F(M) dönüşümüne f fonksiyonun
Hessiyanı denir.
Lemma 2.9 ([40]). f fonksiyonunun Hessiyanı,
(Hess f )(X ,Y ) = 〈∇X(∇ f ),Y 〉
eşitliğini sağlayan (0,2)−tipinde simetrik tensör alanıdır.
Tanım 2.10 ([40]). V ∈ X(M) olsun.
Her f ∈ F(M) için LV ( f ) =V f
Her X ∈ X(M) için LV (X) = [V,X ]
eşitlikleri ile belirli LV tensör türevine V vektör alanına göre Lie türevi denir.
LV ( f X) = [V, f X ] =V f X + f [V,X ] =V f X + f LV X
dir. LV , g tensör alanının tensör türevi olmak üzere,
(LV g)(Y,Z) = LV (g(Y,Z))−g(LVY,Z)−g(Y,LV Z)
eşitliğiyle belirli olan (0,2) tipindeki LV g tensör alanına g metrik tensör alanının V
vektör alanına göre Lie türevi denir.
Tanım 2.11 ([40]). (M,g) bir Riemann manifoldu, LX tensör türevi ve X ∈ X(M)
olsun.
(i) LX g = 0 ise X vektör alanına Killing vektör alanı,
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(ii) ρ : M→ R, ρ 6= 0 fonksiyonu için, LX g = 2ρg ise X vektör alanına konformal
vektör alanı,
denir.
Tanım 2.12 ([40]). R kümesinin Mn manifoldu üzerinde bir ϕ etkisi aşağıdaki iki
önermeyi doğrulayan bir ϕ : R×Mn→Mn dönüşümüdür.
(1) Her p ∈Mn için, ϕ0(p) = p.
(2) Her a,b ∈ R ve her p ∈Mn için, ϕ(a,ϕ(b, p)) = ϕ(a+b, p).
R kümesinin M manifoldu üzerinde bir ϕ etkisine, M üstünde 1- parametreli grup
etkisi, {ϕs(p)| s ∈ R} kümesine p ∈M noktasının yörüngesi denir.
Teorem 2.13. [[40]] ϕ , R kümesinin Mn manifoldu üstünde bir etkisi olsun.
Xp f = lims→0
1
s
[ f (ϕs(p))− f (ϕ0(p))] (2.1)
eşitliği ile tanımlanan Xp : F(M)→ R fonksiyonu, Mn manifoldunun p noktasında
bir tanjant vektördür.
(2.1) eşitliğine göre, Xp vektörü p noktasında ϕ etkisindeki yörüngesinin
ϕ0(p) noktasındaki yani başlangıç noktasındaki hız vektörüdür. ϕs : Mn → Mn
diffeomorfizm ve p ∈Mn noktasının yörüngesi {ϕs(p)| s ∈ R} olmak üzere,






= ( f ◦α)′(0)
= limh→0[( f ◦α)(h)− ( f ◦α)(0)]
= limh→0[ f (ϕh(p))− f (ϕ0(p))]
= Xϕ0(p) f
olduğundan α ′(0) = Xϕ0(p) dir.
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Tanım 2.14. [40] V ∈ X(M) olsun. X , 1- parametreli grup etkisinin belirlediği
vektör alanı ise, V vektör alanına tam(complete) vektör alanı denir.
Tanım 2.15. [40] V ∈ X(M) tam(complete) vektör alanı olsun. αp, V vektör
alanının maksimal integral eğrisi olmak üzere,
ψ(p, t) = αp(t)
eşitliği ile belirli ψ : Mn×R→Mn dönüşümüne V vektör alanının akışı denir.
Lemma 2.16. [40] ψ , bir tam vektör alanının akışı olsun. Bu durumda,
1. ψ0, M nin birim dönüşümüdür,
2. ψs ◦ψt = ψs+t , ∀s, t ∈ R
3. ψ−1t = ψ−t
önermeleri sağlanır.
Önerme 2.17 ([40]). V ve W, Mn manifoldu üzerinde vektör alanları ve ψ , V
vektör alanının p noktası komşuluğunda lokal akışı olsun. Bu durumda,





Önerme 2.18 ([40]). X ∈ X(M), A ∈ T0s (M) ve ψt , X vektör alanının akışı olmak
üzere, A tensör alanının X vektör alanına göre Lie türevi
LX A = limt→0[ψ∗t (A)−A]
eşitliği ile belirlidir.
Lemma 2.19 ([35]). (M,g) bir Riemann manifoldu ve f ∈ F(M) olmak üzere,
L∇ f g = 2Hess f
eşitliği sağlanır.
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İspat: X ,Y ∈ X(M) olmak üzere,
1
2




















L∇ f 〈X ,Y 〉−g([∇ f ,X ],Y )−g
(






〈∇∇ f X ,Y 〉+ 〈X ,∇∇ fY 〉−〈∇∇ f X ,Y 〉


















2Hess f (X ,Y )
]
= Hess f (X ,Y )
dir. 2
f ∈ F(M) ve X ∈ X(M) olmak üzere,
AX = ∇X ∇ f
eşitliği ile belirli A : X(M)−→ X(M) lineer dönüşümü verilsin. Bu durumda,
A : X∗(M)×X(M) −→ F(M)
(θ ,X) −→ A(θ ,X) = θ(AX)
eşitliği ile belirli A dönüşümü F(M)−lineer olduğundan A ∈ T11(M) dir. O halde,
A lineer dönüşümü verildiğinde A tensör alanı tek olarak belirlidir. Bu nedenle A
dönüşümü (1,1)−tipinde bir tensör alanı olarak düşünülür. X ,Y ∈ X(M) olmak
üzere, Hess f tensör alanı,
Hess f (X ,Y ) = g(A(X),Y ) (2.2)
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olarak yazılabilir. (2.2) eşitliğindeki A(·) = ∇·∇ f dönüşümü Hess f tensör alanının
(1,1)−tipinde gösterimidir.
Tanım 2.20 ([35]). A ∈ T0s (M) ve her X ,Y,V1, . . . ,Vs ∈ X(M) için,(
∇
2
X ,Y A(V1, ...,Vs)
)
= (∇X(∇A))(Y,V1, ...,Vs)
= (∇X(∇Y A))(V1, ...,Vs)− (∇∇XY A)(V1, ...,Vs)
eşitliği ile tanımlı olan (0,s + 2)−tipinde ∇2A tensör alanına A tensör alanının
ikinci kovaryant türevi denir.
f fonksiyonunun Hessiyanı bu tanıma göre,
∇
2
X ,Y f = (∇(∇ f ))(X ,Y )
= ∇X ∇Y f −∇∇XY f
= ∇X g(Y,∇ f )−g(∇XY,∇ f )
= g(∇X ∇ f ,Y )
= g(A(X),Y )
= Hess f (X ,Y )
dir.
Tanım 2.21 ([35]). (M,g) bir Riemann manifoldu olmak üzere,
R(X ,Y )Z = ∇2X ,Y Z−∇2Y,X Z
= ∇X ∇Y Z−∇∇XY Z−∇Y ∇X Z +∇∇Y X Z
= [∇X ,∇Y ]Z−∇[X ,Y ]Z
eşitliği ile belirli olanR : X3(M)−→X(M) 3-lineer dönüşümüne M manifoldunun
Riemann eğrilik tensör alanı denir veR ile gösterilir.
R(V,X ,Y,Z) = g(V,R(X ,Y )Z)
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eşitliği ile verilen R tensör alanı R tensör alanına metriksel olarak denktir, yani
g metrik tensörü ve metrik tensörün tersi aracılığı ile bir tensör alanından diğerine
geçiş mümkündür. Yerel koordinat sistemine göreR eğrilik tensörünün bileşenleri,
Ri jkl = gimRmjkl
ve
Rijkl = gimRm jkl
dir. BuradaRmjkl = ∂iΓmkl−∂kΓmjk +ΓsilΓmjs−ΓsjlΓmks dir.
Örnek 2.22. ∇∂i∂ j = 0 olduğundan R
n uzayının eğrilik tensörüR= 0 dır.
Tanım 2.23 ([35]). (M,g) bir Riemann manifoldu ve R Riemann eğrilik tensör
alanı olmak üzere, R tensörünün izine M manifoldunun Ricci tensörü denir ve
Ric ile gösterilir. {E1, ...,En} kümesi Tp(M) uzayının bir ortonormal tabanı olmak











dir. X ,Y ∈ X(M) olmak üzere, Ricci tensörü (1,1)−tipinde
Ric(X ,Y ) = g(Ric(X),Y )





Tanım 2.24 ([7]). (M,g) bir Riemann manifoldu olsun. M manifoldunun Ricci
eğrilik tensörü, g metrik tensörü ile orantılı, yani λ bir sabit olmak üzere
Ric = λg (2.3)
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eşitliği sağlanıyor ise bu durumda g metriğine Einsteindır denir. Bu durumda M
manifolduna Einstein manifoldu denir.
Tanım 2.25 ([35]). Ricci eğrilik tensörünün izine Mn manifoldunun skalar eğriliği







eşitliği ile belirli fonksiyondur.
Tanım 2.26 ([35]). A ∈ T1s (M) tensör alanının diverjansı,
divA(V1, . . . ,Vs) = tr(X → (DX A)(V1, . . . ,Vs))
eşitliği ile belirli (0,s)−tipinde tensör alanıdır.
Bir V bir vektör alanının diverjansı,
divV = tr(∇V ) ∈ F(M)
dir.
Tanım 2.27 ([40]). f ∈ F(M) için,
∆ f = div(∇ f )
eşitliğiyle tanımlı ∆ f fonksiyonuna f fonksiyonunun Laplasiyeni denir.
∆ f ∈ F(M) dir.
Lemma 2.28 ([40]). Ricci tensör alanı ile skalar eğrilik arasında aşağıdaki eşitlik
sağlanır.
2divRic = ∇R (2.4)
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İspat: p ∈M ve {E1,E2, . . .En} M manifoldunun ortonormal çatı alanı, ∇Ei p = 0
ve X vektör alanı için ∇Ei|p = 0 olsun. Bu durumda,
∇R(X)(p) = ∇(tr(Ric))(X)(p)
= ∇X ∑g(Ric(Ei),Ei)
= ∇X ∑g(R(Ei,E j)E j,Ei)
= ∑g(∇X(R(Ei,E j)E j),Ei)
= ∑g((∇XR)(Ei,E j)E j),Ei)
= −∑g((∇E jR)(X ,Ei)E j,Ei)−∑g((∇EiR)(E j,X)E j,Ei)
= −∑(∇E jR)(X ,Ei,E j,Ei)−∑(∇EiR)(E j,X ,E j,Ei)
= ∑(∇E jR)(E j,Ei,Ei,X)+∑(∇EiR)(Ei,E j,E j,X)
= 2∑(∇E jR)(E j,Ei,Ei,X)
= 2∑∇E j(R(E j,Ei,Ei,X))
= 2∑∇E j g(Ric(E j),X)
= 2∑∇E j g(Ric(X),E j)
= 2∑g(∇E j(Ric(X)),E j)
= 2∑g((∇E j Ric)(X),E j)
= 2div(Ric)(X)(p)
olduğundan (2.4) eşitliği sağlanır. 2
Lemma 2.29 ([19]). A, (Mn,g) manifoldu üzerinde simetrik (0,2)−tipinde tensör
alanı olsun. Bu durumda her f ∈ F(M) için aşağıdaki önermeler sağlanır:
(i) div( f A) = f divA+A(∇ f , ·),
(ii) ∇( f A) = f ∇A+d f ⊗A ,
(iii) 12 ∇|∇ f |
2 = ∇2 f (∇ f , ·).
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Lemma 2.30 ( [19]). (M,g) Riemann manifoldu ve A, M üzerinde simetrik
(0,2)−tipinde olmak üzere, her V ∈ X(M) ve her f ∈ F(M) için
div(A( fV )) = f (divA)(V )+ f 〈∇V,A〉+A(∇ f ,V ) (2.5)
eşitliği sağlanır.
İspat: V ∈ X(M) ve her f ∈ F(M) için, A tensör alanının (1,1) gösterimi
kullanılarak
div(A( fV )) = div( f A(V ))
= A(V ) f + f divA(V )
= 〈∇ f ,A(V )〉+ f divA(V )
= A(∇ f ,V )+ f divA(V )
olur. {E1,E2, . . . ,En}, M manifoldu üzerinde ortonormal çatı alanı olmak üzere, A
tensör alanının simetri özelliği göz önüne alındığında,
(divA)(V ) = ∑(∇EiA)(V,Ei)
= ∑〈(∇EiA)(V ),Ei〉
= ∑〈∇EiA(V )−A(∇EiV ),Ei〉
= div(A(V ))−∑〈(∇EiV ),A(Ei)〉
olur ve
div(A( fV )) = A(∇ f ,V )+ f ((divA)(V )+∑
i
〈(∇EiZ),A(Ei)〉)
= A(∇ f ,V )+ f ((divA)(V )+ f 〈∇V,A〉
olduğundan (2.5) eşitliği gösterilmiş olur. 2
Lemma 2.31 ( [33](Bochner Formülü)). (M,g) Riemann manifoldu üzerinde
div(LV g)(V ) =
1
2
∆|V |2−|∇V |2 +Ric(V,V )+DV divV
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eşitliği sağlanır. V = ∇ f gradiyent vektör alanı ise bu eşitlik (1,1)−tipinde
div∇2 f = Ric(∇ f )+∇∆ f (2.6)
olarak yazılır.
İspat: {E1,E2, . . .En} ortonormal çatı alanı için,
div(LV g)(V ) = (∇EiLV g)(Ei,V )
= ∇Ei(LV g(Ei,V ))−LV g(Ei,∇EiV )


















|V |2−|∇V |2 +Ric(V,V )+∇V divV
olarak elde edilir. V = ∇ f için,
div(2Hess f )(V ) = div(L∇ f g)(V )
= (∇EiL∇ f g)(Ei,V )
= ∇Ei(L∇ f g(Ei,V ))−L∇ f g(Ei,∇EiV )
= ∇Ei(g(∇Ei∇ f ,V )+g(Ei,∇∇ fV ))
−g(∇Ei∇ f ,∇EiV )−g(Ei,∇∇EiV ∇ f )
= ∇Ei(g(∇V ∇ f ,Ei)+g(Ei,∇Ei∇V ∇ f ))
−g(∇Ei∇ f ,∇EiV )−g(Ei,∇∇EiV ∇ f )
= 2g(∇2Ei,V ∇ f ,Ei)
= 2Ric(V,∇ f )+2g(∇2V,Ei∇ f ,Ei)
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= 2Ric(∇ f ,V )+2∇V div∇ f
= 2Ric(∇ f ,V )+2∇V ∆ f
= 2g(Ric(∇ f ),V )+2g(∇∆ f ,V )
olduğundan (2.6) eşitliği gösterilmiş olur. 2
Bishop ve O’Neill [8] tarafından tanımlanan warped çarpım manifoldları, hem
geometri hem de fizikte bulunan uygulama alanları sebebiyle güncellliğini koruyan
bir çalışma alanıdır. Bu çalışmada kullanılan warped çarpım ve çoklu warped
çarpım manifoldlarına ait bazı özellikler bu bölümde gösterilecektir.
2.1. Warped Çarpım Manifoldları
Tanım 2.32 ( [40]). (B,gB) ve (F,gF) Riemann manifoldları olmak üzere,
g = π∗(gB) + σ∗(gF) metrik tensörü ile verilen B× F manifolduna, B ve F
manifoldlarının Riemann çarpım manifoldu denir. Burada, (p,q) ∈ B×F için,
π : B×F → B, π(p,q) = p
σ : B×F → F, σ(p,q) = q
düzgün izdüşüm fonksiyonlarıdır.
p×F = π−1(p) = {(p,r)|r ∈ F} ve B× q = σ−1(q) = {(s,q)|s ∈ B} kümeleri,
B×F çarpım manifoldunun alt manifoldlarıdır. ∀(p,q) ∈ M×N için, M× q ve
p×N alt kümeleri, M×N’nin alt manifoldlarıdır. Ayrıca, Tp,q(M×N), kendisinin
Tp,q(M)(≡ T(p,q)(M×q)) ve T(p,)q(N) alt uzaylarının direkt toplamıdır.
Tanım 2.33 ([40]). (B,gB) ve (F,gF) Riemann manifoldları olmak üzere,
f ∈ F(B), f > 0 fonksiyonu verilsin. g = π∗(gB)+ ( f ◦π)2σ∗(gF) metrik tensörü
ile verilen B× F çarpım manifolduna B ve F manifoldlarının warped çarpım
manifoldu denir ve B× f F ile gösterilir. Burada, B manifolduna taban manifoldu,
F manifolduna ise fiber manifoldu denir.
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Her (p,q) noktasında B× f F manifolduna teğet x vektörü için,
g(x,x) = gB(dπ(x),dπ(x))+ f 2(p)gF(dσ(x),dσ(x))
dir. Burada, M = B × f F manifoldunun fiberleri p × F = π−1(p), lifleri
B×q = σ−1(q) eşitlikleriyle belirli alt manifoldlarıdır. Ayrıca, π−1(p) ve σ−1(q)
alt manifoldlarına sırasıyla M = B× f F warped çarpım manifoldunun lifleri ve
yaprakları denir. Lif uzayına teğet vektörlere (p,q) noktasındaki dikey vektörler,
yaprak uzayına teğet vektörlere (p,q) noktasındaki yatay vektörler denir.
B manifoldu üzerindeki vektör alanlarının M =B× f F manifoldu üzerine liftlerinin
kümesi L(B) ile gösterilir. Buna göre, x ∈ T(p,q)(π−1(p)) vektörünün M = B× f F
manifoldu üzerine lifti x̃ olmak üzere, dπ(x̃) = x dir. Ayrıca, v ∈ T(p,q)(σ−1(q))
için dπ(v) = 0 dır. Benzer şekilde, F manifoldu üzerindeki vektör alanlarının
M = B× f F manifoldu üzerine liftlerinin kümesi L(F) ile gösterilir. Buna göre,
v ∈ T(p,q)(σ−1(q)) vektörünün M = B× f F manifoldu üzerine lifti ṽ olmak üzere,
dσ(ṽ) = v dir. Ayrıca, x ∈ T(p,q)(π−1(p)) için dσ(x) = 0 dır.
Önerme 2.34 ([40]). M = B× f F manifoldu warped çarpım manifoldu üzerinde,
X ,Y ∈ L(B), V,W ∈ L(F) için,
(1) ∇XY ∈ L(B), B üzerinde ∇XY vektör alanının liftidir.




(3) nor ∇VW = h(V,W ) =−(〈V,W 〉/ f ) ∇ f dir.
(4) tan ∇VW ∈ L(F), F üzerinde ∇VW vektör alanının liftidir.
önermeleri sağlanır.
Önerme 2.35 ([40]). M = B× f F warped çarpım manifoldu üzerinde X ,Y,Z ∈
L(B)U,V,W ∈L(F) olsun. Bu durumda M manifoldunun Riemann eğrilik tensörü
R aşağıdaki eşitlikleri sağlar:
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(1) RXY Z ∈ L(B), B üzerinde DXY vektör alanının liftidir.
(2) RV XY = (Hess f (X ,Y )/ f )V .
(3) RXYV =RVW X = 0.
(4) RXVW = (〈V,W 〉/ f )∇X(∇ f ).
(5) RVWU = FRVWU− |∇ f |
2
f 2 {〈V,U〉W −〈W,U〉V}.
Sonuç 2.36 ([40]). M = B× f F warped çarpım manifoldu üzerinde X ,Y ∈ L(B),
V,W ∈ L(F) ve k = dim F > 1 olsun. Bu durumda M manifoldunun Ricci tensörü
aşağıdaki eşitlikleri sağlar:
(1) Ric(X ,Y ) = BRic(X ,Y )− k
f
Hess f (X ,Y ),
(2) Ric(X ,V ) = 0,








2.2. Çoklu Warped Çarpım Manifoldları
Warped çarpım manifoldlarının bir genellemesi çoklu warped çarpım
manifoldlarıdır. Bu kısımda çoklu warped çarpım manifoldları için temel
özellikler verilecektir.
Tanım 2.37 ([42]). (B,gB) ve (Fi,gFi), sırasıyla r ve si (i ∈ {1,2, · · · ,m}) boyutlu
Riemann manifoldları ve i ∈ {1,2, · · · ,m} için bi : B −→ R+ diferensiyellenebilir
fonksiyonlar için π ve σi, sırasıyla B ve Fi için doğal izdüşüm fonksiyonları olmak
üzere,
g = π∗(gB)⊕ (b1 ◦π)2σ∗1 (gF1)⊕·· ·⊕ (bm ◦π)2σ∗m(gFm)
eşitliği ile tanımlanan g = gB⊕b21gF1⊕·· ·⊕b2mgFm metrik tensörü ile birlikte
Br × Fs11 × F
s2
2 × ·· · × Fsmm çarpım manifolduna çoklu warped çarpım manifoldu
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denir. Burada bi fonksiyonlarına warping fonksiyonları denir. m = 1 olması
durumunda warped çarpım manifoldu elde edilir.
Lemma 2.38 ([15]). M = B×b1 F1×b2 F2×b3 · · ·×bm Fm bir çoklu warped çarpım
manifoldu olsun. X ,Y ∈ L(B), V ∈ L(Fi) ve W ∈ L(Fj) için aşağıdaki önermeler
sağlanır.
i) ∇XY , B manifoldu üzerindeki B∇XY nin liftidir,












gradB(bi) , eğer i = j.
Önerme 2.39 ([15]). M = B×b1 F1×b2 F2×b3 · · ·×bm Fm bir çoklu warped çarpım
manifoldu ve ϕ : B −→ R düzgün fonksiyon olsun. Bu durumda aşağıdaki
önermeler sağlanır.
(i) ∇ϕ̃ = B∇ϕ ,








Warping fonksiyonlarının eşit olması durumunda, yani bi = b ise aşağıdaki sonuç
verilebilir.
Sonuç 2.40 ([27]). Let M = B×b F1×b F2×b · · · ×b Fm bir çoklu warped çarpım
manifoldu ve ϕ : B−→ R düzgün bir fonksiyon olsun. Bu durumda










Lemma 2.41 ([15]). M = B×b1 F1×b2 F2×b3 · · ·×bm Fm bir çoklu warped çarpım
manifoldu olsun. X ,Y ∈ L(B), V ∈ L(Fi) ve W ∈ L(Fj) için aşağıdaki önermeler
sağlanır.





bi HessBbi(X ,Y ),
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(ii) Ric(X ,V ) = 0,
(iii) i 6= j için Ric(X ,V ) = 0,
(iv) i = j için


















3. RIEMANN MANİFOLDLARI ÜZERİNDE ÖZEL YAPILAR
3.1. Gradiyent Ricci Solitonlar
Ricci solitonlar, Einstien manifoldlarının doğal bir genellemesidir. Ricci solitonlar,
Hamilton [24,25] tarafından 1982 yılında tanımlanan Ricci akışının kendine benzer
çözümleri olarak tanımlanmıştır. Bu manifoldların Perelman [31, 32] tarafından
Poincaré hipotezinin çözümünde kullanılması, konu üzerinde yapılan çalışmaların
güncelliğini korumasını sağlamıştır [10, 11, 16, 26, 29, 33, 34].
Tanım 3.1 ([13]). (M,g) bir Riemann manifoldu olsun ve LV g, Ric tensörleri
sırasıyla g metrik tensör alanının V vektör alanına göre Lie türevini ve Ricci
tensörünü belirtsin. λ ∈ R olmak üzere V ∈ X(M) için,
1
2
Lvg+Ric = λg (3.1)
eşitliği sağlanıyor ise (M,g) Riemann manifolduna Ricci soliton denir ve
(M,g,V,λ ) dörtlüsü ile gösterilir.
Burada V vektör alanına, Ricci solitonun potansiyel vektör alanı denir.
λ > 0, λ = 0 ve λ < 0 değerleri için sırasıyla (M,g,V,λ ) Ricci solitonuna
shrinking, steady ve expanding Ricci soliton denir.
Tanım 3.2 ([13]). V potansiyel alanı, sıfır veya Killing vektör alanı ise (M,g,V,λ )
dörtlüsüne aşikar Ricci soliton denir.
Tanım 3.3 ([13]). V potansiyel alanı bir f ∈ F(M) fonksiyonunun gradiyenti ise
(M,g,V,λ ) dörtlüsüne gradiyent Ricci soliton denir ve (Mn,g,∇ f ,λ ) ile gösterilir.
Bu durumda (3.1) eşitliği
Ric+Hess f = λg (3.2)
olarak yazılabilir.
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Örnek 3.4. Rn Öklid uzayı üzerinde g standart metriği ile birlikte (Rn,g) uzayı göz
önüne alınsın. a,b ∈ R, v ∈ Rn olmak üzere f (x) = a |x|
2
2 + g(x,v)+ b potansiyel
foksiyonu olmak üzere (Rn,g) manifoldu bir gradiyent Ricci solitondur. Burada a
sabitinin işaretine göre soliton shrinking, steady veya expanding dir.
3.2. Gradiyent Almost Ricci Solitonlar
Almost Ricci solitonlar Pigola, Rigoli, Rimoldi ve Setti [36] tarafından
tanımlanmıştır. Yapılan bu çalışmada, (3.1) denklemindeki λ sabitini bir fonksiyon
olarak alarak almost Ricci solitonların varlığını ve yapısı ile ilgili sonuçlar elde
etmişlerdir.
Tanım 3.5 ( [36]). (M,g) bir Riemann manifoldu olsun. V ∈ X(M) ve
diferensiyellenebilir bir λ : M −→ R fonksiyonu için,
1
2
Lvg+Ric = λg (3.3)
eşitliği sağlanıyor ise (M,g) Riemann manifolduna almost Ricci soliton denir.
Tanım 3.6 ([36]). (M,g,V,λ ) almost Ricci solitonun V potansiyel vektör alanı
bir f fonksiyonunun gradiyent vektör alanı ise (M,g,∇ f ,λ ) dörtlüsüne gradiyent
almost Ricci soliton denir. Bu durumda (3.3) eşitliği
Ric+Hess f = λg (3.4)
olarak yazılabilir.
Almost Ricci solitonların karakterizasyonları ve rigiditisi ile ilgili bir çok çalışma
bulunmaktadır [4–6, 19, 36, 37]. Bir gradiyent almost Ricci soliton için,
∇(R+ |∇ f |2−2(n−1)λ ) = 2λ∇ f (3.5)
eşitliğinin sağlandığı gösterilmiştir [5]. (3.4) eşitliğinde her iki tarafın izi alınır ve
(3.5) denkleminde yerine yazılırsa




Ricci tensörünün doğal bir genellemesi
Ricmf = Ric+Hess f −
1
m
∇ f ⊗∇ f , 0 < m≤ ∞
eşitliği ile verilen Ricmf Bakry-Emery Ricci tensörüdür.
Tanım 3.7 ([14]). (M,g) bir Riemann manifoldu, f ∈ F(M) ve λ ∈R olmak üzere,
Ricmf = Ric+Hess f −
1
m
∇ f ⊗∇ f = λg (3.7)
eşitliğini sağlayan g metriğine (m-)quasi-Einstein metriği denir.
Not 3.8. m = ∞ olduğunda (3.7) denklemi gradiyent Ricci soliton denklemine
indirgenir. f fonksiyonu sabit olduğunda ise (3.7) denklemi (2.3) Einstein denklemi
olur.
m-quasi-Einstein manifoldları üzerine özellikle manifoldun çapı, kompaktlığı,
skalar eğriliği ve warped çarpım manifoldları ile ilgisi konularında günümüze
kadar çalışmalar yapılmıştır [4, 12, 14, 28, 39, 41, 44]. Kim ve Kim [28], aşağıdaki
teoremde bazı varsayımlar altında warping fonksiyonu sabit olmayan bir warped
çarpım Einstein uzayının bulunmadığını göstermişlerdir.
Teorem 3.9 ([28]). M = B× f F bir Einstein warped çarpım manifoldu ve B taban
manifoldu kompakt olsun. M manifoldunun skalar eğriliği pozitif değil ise warped
çarpım manifoldu bir Riemann çarpım manifoldudur.
Bu teorem sayesinde aşağıdaki sonuç verilebilir.
Sonuç 3.10 ([28]). M = Bn× f Fm warped çarpım manifoldunun Ric = λg eşitliği
ile birlikte Einstein manifoldu olması için gerek ve yeter koşul
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(i) BRic = λgB + mf ∇
2 f ,
(ii) (F,gF) fiber manifoldu FRic = µgF eşitliği ile birlikte Einstein manifoldudur,
(ii) − f ∆ f +(m−1)|∇ f |2 +λ f 2 = µ
önermelerinin sağlanmasıdır.
Catino [12], m-quasi-Einstein manifoldları ile ilgili aşağıdaki tanımı vermiştir.
Tanım 3.11 ([12]). n≥ 3 için, (Mn,g) bir complete Riemann manifoldu üzerinde
Ric+Hess f −µ∇ f ⊗∇ f = λg (3.8)
eşitliğini sağlayacak şekilde f ,µ,λ ∈ F(M) varsa M manifolduna genelleştirilmiş
quasi-Einstein manifoldu denir.
3.4. Gradiyent Ricci-Harmonik Solitonlar
Perelman tarafından Poincaré hipotezini kanıtlamak için yapılan çalışmalarda iki
farklı akışı bir arada kullanılmış yani ikili sisteme sahip bir akış tanımlanmıştır. Bu
fikirden yola çıkarak, Müller tarafından doktora tezinde Ricci akışı ve harmonik
dönüşüm ısı akışı bir araya getirilerek Ricci-Harmonik akış tanımlanmıştır.
Bu kısımda Ricci-Harmonik akıştan elde edilen Ricci-Harmonik solitonlar
incelenecektir.
Tanım 3.12 ([30]). (Mm,g(t)) ve (Nn,h) sınırı olmayan düzgün, kompakt Riemann
manifoldları ve Nn ↪→ Rd olsun. g(t), M manifoldu üzerinde bir metrik ailesi
ve φ(t), M den N ye bir düzgün dönüşüm ailesi olsun. Ricci akışı ve harmonik
dönüşüm ısı akışı ikili sistem (kısaca (RH)α akış) olmak üzere, (g(t),φ(t))t∈[0,T )
ikilisi {
∂
∂ t g =−2Ric+2α∇φ ⊗∇φ
∂
∂ t φ = τgφ
((RH)α )
eşitliklerini sağlıyorsa bu ikiliye (RH)α sisteminin bir çözümü denir. Burada Ric,
M manifoldunun Ricci eğriliği; τgφ , g metriğine bağlı φ dönüşümünün tensiyon
alanı ve α zamana bağlı bir sistem sabitidir (α(t)≥ 0).
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Tanım 3.13 ([30]). (g(t),φ(t))t∈[0,T ), (RH)α akışın bir çözümü, bir parametreli
difeomorfizm ailesi ψt : M −→ M, ψ0 = idM ve bir ölçeklendirme fonksiyonu
c : [0,T )−→ R+ için, {
g(t) = c(t)ψ∗t g(0),
φ(t) = ψ∗t φ(0)
eşitliğini sağlıyorsa (g(t),φ(t))t∈[0,T ) çözümüne soliton denir. Eğer ψt
difeomorfizmlerini üreten X vektör alanı M üzerinde bir fonksiyonun gradiyenti
ise bu durumda solitona gradiyent soliton ve f fonksiyonuna potansiyel fonksiyonu
denir.























= ċ(0)g(0)+2Hess( f (·,0))
−2Ricg(0)+2c(dφ ⊗dφ)(0) = ċ(0)g(0)+2Hess( f (·,0))












φ(t)|t=0 = LX(0)φ(0) = 〈∇φ ,∇ f 〉
olduğundan Ricci-Harmonik soliton denkleminin sağlandığı görülür.
Lemma 3.14 ([30]). (g(t),φ(t))t∈[0,T ) potansiyel fonksiyonu f olan bir gradiyent
soliton olsun. Bu durumda, λ bir sabit olmak üzere her t0 ∈ [0,T ) için soliton,
{
Ric+Hess f − c dφ ⊗dφ = λg
τ(φ)−dφ(∇ f ) = 0
(3.9)
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ikili eliptik sistemi sağlar. Karşıt olarak, M manifoldu üzerinde 3.9 sisteminin
bir çözümü olan f fonksiyonu verildiğinde, (g(t),φ(t)) ikilisi (RH)α akışının
bir çözümü olacak şekilde bir parametreli sabit ailesi c(t) ve ψt : M −→ M
difeomorfizmleri vardır.
Lemma 3.14 kullanılarak gradiyent Ricci-Harmonik soliton tanımı aşağıdaki gibi
verilebilir.
Tanım 3.15 ( [30]). (M,g) ve (N,h) Riemann manifoldları ve φ : M −→ N
diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. f : M −→ R diferensiyellenibilir bir
fonksiyon, c≥ 0 ve λ bir sabit olmak üzere,{
Ric+Hess f − c dφ ⊗dφ = λg
τ(φ)−dφ(∇ f ) = 0
eşitlikleri sağlanıyor ise ((M,g),(N,h),φ , f ,λ ) beşlisine gradiyent Ricci harmonik
soliton denir. λ > 0, λ = 0 ve λ < 0 olması durumunda bu solitona sırasıyla
shrinking, steady ve expanding denir.
Tanım 3.16 ([30]). f potansiyel fonksiyonu sabit olursa, yani{
Ric− c dφ ⊗dφ = λg
τ(φ) = 0
ikili sistemi sağlanıyorsa, g metriğine harmonik Einstein denir.
Örnek 3.17. φ dönüşümü sabit olsun. Bu durumda Ricci harmonik soliton
denklemi gradiyent Ricci soliton denklemine dönüşür.
Örnek 3.18 ( [23]). (M,g) bir Einstein manifoldu (Ric = αg) ve
I : M −→M özdeşlik(birim) dönüşümü olsun. Özdeşlik dönüşümü harmonik
olduğundan,((M,g),(M,g), I, f ,λ ) beşlisi λ = c − α için harmonik Einstein
manifoldudur.
Tanım 3.19 ([2]). M,N Riemann manifoldları ve φ : M −→ N diferensiyellenebilir
bir dönüşüm olsun. φ dönüşümünün tensiyon alanı τ(φ), N manifoldu üzerinde φ
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dönüşümü boyunca bir vektör alanıdır ve
τ(φ) = tr(∇dφ)
eşitliğiyle belirlidir. Yani,
(∇dφ)(∂ j,∂ j) = ∇
φ
∂i
























































































































































































































































































































































































Tanım 3.20 ([9]). φ : M −→ N bir dönüşüm olsun. E(φ) =
∫
M |∇φ |2dVg enerji
fonksiyonelinin kritik noktalarına harmonik dönüşüm denir. Bir φ dönüşümünün
harmonik olması için gerek ve yeter koşul τ(φ) = 0 olmasıdır.
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Wang [43], Ricci-Harmonik solitonlar ile Bakry-Emery eğrilik tensörünü bir arada
kullanarak aşağıdaki tanımı vermiştir.
Tanım 3.21 ([43]). (N,h) bir Riemannian manifoldu olsun. Bir φ : M −→ N
dönüşüm, bir u : M −→ R potansiyel fonksiyon ve α ≥ 0, λ sabitler olmak üzere,
M manifoldunun bir g metriğiRic+∇2u−
1
τ
du⊗du−αdφ ⊗dφ = λg, (3.10)
τ(φ)−dφ(∇u) = 0. (3.11)
ikili sistemini sağlıyorsa g metriğine τ-quasi Ricci-Harmonik metrik denir.
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4. WARPED ÇARPIM MANİFOLDU ÜZERİNDE
GRADİYENT RICCI SOLİTONLAR
Ricci solitonların warped çarpım manifoldu olması durumu son yıllarda çalışılan
güncel bir konudur [1, 13, 17, 20, 27, 38]. Bu bölümde ilk olarak konu ile ilgili
yapılan çalışmalardan bazıları verilecek ve warped çarpım manifoldunun Ricci
soliton olması durumu ile ilgili elde edilen yeni sonuçlar ispatlanacaktır [20].
4.1. Warped Çarpım Manifoldu Üzerinde Gradiyent Ricci Solitonlar
Feitosa, Filho ve Gomes [17] tarafından 2017 yılında yayınlanan "On the
construction of gradient Ricci soliton warped product" makalesinde M = B× f F
warped çarpım manifoldunun gradiyent Ricci soliton olması durumu incelenmiştir.
Burada M = B× f F gradiyent Ricci solitonunun potansiyel fonksiyonu ϕ̃ = ϕ ◦π ,
taban manifoldu üzerinde tanımlı bir ϕ : B−→R fonksiyonun lifti olarak alınmıştır.
4.1.1. Warped Çarpım Rici Solitonların İnşası
Önerme 4.1 ( [17]). ϕ̃ fonksiyonu, taban manifoldu üzerinde tanımlı bir ϕ
fonksiyonunun lifti ve (M = Bn× f Fm,g,∇ϕ̃,λ ) bir gradiyent Ricci soliton olsun.
Bu durumda bir c sabiti için aşağıdaki eşitlik sağlanır:
2λϕ−|∇ϕ|2 +∆ϕ + m
f
∇ϕ( f ) = c.
Önerme 4.2 ( [17]). ϕ̃ fonksiyonu, taban manifoldu üzerinde tanımlı bir ϕ
fonksiyonunun lifti ve (M = Bn× f Fm,g,∇ϕ̃,λ )(m > 1) bir gradiyent Ricci soliton
olsun. Bu durumda,




ve µ = λ f 2 + f ∆ f +(m− 1)|∇ f |2− f ∇ϕ( f ) olmak üzere FRic = µgF eşitlikleri
sağlanır.
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Önerme 4.3 ([17]). (Bn,g) bir Riemann manifoldu ve f > 0,ϕ fonksiyonları B






2λϕ−|∇ϕ|2 +∆ϕ + m
f
∇ϕ( f ) = c (4.2)
eşitlikleri sağlansın. Bu durumda, bir µ ∈ R sabiti için
µ = λ f 2 + f ∆ f +(m−1)|∇ f |2− f ∇ϕ( f ) (4.3)
eşitliği f ve ϕ fonksiyonları arasında sağlanır.
Teorem 4.4 ( [17]). ϕ̃ fonksiyonu, taban manifoldu üzerinde tanımlı bir ϕ
fonksiyonunun lifti ve (M = Bn× f Fm,g,∇ϕ̃,λ )(m > 1) bir expanding veya steady
gradiyent Ricci soliton olsun. Warping fonksiyonu f maksimum ve minimum
değerlerine sahip ise M bir Riemann çarpım manifoldudur.
Teorem 4.5 ( [17]). ϕ̃ fonksiyonu, taban manifoldu üzerinde tanımlı bir ϕ
fonksiyonunun lifti ve (M = Bn × f Fm,g,∇ϕ̃,λ ) bir shrinking gradiyent Ricci
soliton olsun. Bu durumda M kompaktır.
Teorem 4.6 ( [17]). (Bn,gB) bir complete Riemann manifoldu ve f > 0,ϕ
bu manifold üzerinde (4.1) ve (4.2) eşitliklerini sağlayan diferansiyellenebilir
fonksiyonlar olsun. (Fm,gF)(m> 1) complete Riemann manifoldunun Ricci eğrilik
tensörü (4.3) eşitliğini sağlayan bir µ sabiti için FRic = µgF olsun. Bu durumda,
(M = Bn× f Fm,g,∇ϕ̃,λ ) bir gradiyent Ricci soliton warped çarpım manifoldudur.
4.1.2. Elde Edilen Yeni Sonuçlar
Warped çarpım manifoldunun gradiyent Ricci soliton olması durumu ile ilgili
elde edilen yeni sonuçlar, gradiyent Ricci solitonun potansiyel vektör alanının
konformal olması durumu ve potansiyel fonksiyonun fiber manifoldu üzerinde
tanımlı olması ile ilgilidir.
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4.1.2.1. Potansiyel Vektör Alanının Konformal Olması Durumu
Lemma 4.7 ( [20]). ϕ̃ fonksiyonu, taban manifoldu üzerinde tanımlı bir ϕ
fonksiyonunun lifti ve (M = Bn× f Fm,g,∇ϕ̃,λ )(m > 1) bir gradiyent Ricci soliton
olsun. ∇ϕ vektör alanı B üzerinde konformal ise taban manifoldu B genelleştirilmiş
m-quasi-Einstein manifoldudur.
İspat: ∇ϕ vektör alanı B manifoldu üzerinde konformal vektör alanı olsun, yani
α : B−→R bir düzgün fonksiyonu için ∇2ϕ = αgB eşitliği sağlansın. X ,Y ∈ L(B)
için ∇2ϕ̃(X ,Y ) = ∇2ϕ(X ,Y ) eşitliği ve Sonuç 2.36 kullanılarak,
BRic(X ,Y )− m
f
∇
2 f (X ,Y ) = Ric(X ,Y )
= λg(X ,Y )−∇2ϕ̃(X ,Y )
= λgB(X ,Y )−∇2ϕ(X ,Y )
= λgB(X ,Y )−αgB(X ,Y )











du⊗du = γgB, (4.4)
bulunur. Bu durumda taban manifoldu µ =
1
m
olacak biçimde (3.8) eşitliğini
sağlar, (Bn,gB,∇u,γ) bir genelleştirilmiş m-quasi-Einstein manifoldudur. 2
Sonuç 4.8 ([20]). ∇ f vektör alanının konformal olması için gerek ve yeter koşul
n≥ 3 için, Bn Einstein manifoldu olmasıdır.
Potansiyel vektör alanı konformal olması durumunda aşağıdaki teoremin doğru
olduğu bilinmektedir.
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Teorem 4.9 ([4]). n≥ 3 için, (Bn,gB,∇ϕ,γ) aşikar olmayan bir generalleştirilmiş






bir konformal vektör alanı ise aşağıdaki önermelerden biri doğrudur.
1. Bn manifoldu Sn standart küresine izomorftur.
2. Bn manifoldu Rn Öklid uzayına izomorftur.
3. Bn manifoldu Hn hiperbolik uzayına izomorftur.
Teorem 4.9 kullanılarak aşağıdaki sonuç elde edilir.
Sonuç 4.10 ( [20]). ϕ̃ fonksiyonu, taban manifoldu üzerinde tanımlı bir ϕ
fonksiyonunun lifti ve (M = Bn× f Fm,g,∇ϕ̃,λ )(m > 1) bir gradiyent Ricci soliton
olsun. ∇ϕ vektör alanı B üzerinde konformal ise M manifoldu Sn× f Fm, Rn× f Fm
veya Hn× f Fm manifolduna izomorftur.
İspat: M = Bn × f Fm bir warped çarpım manifoldu ve (M,g,∇ϕ̃,λ ) bir
gradiyent Ricci soliton olsun. Lemma 4.7 kullanılırsa Bn taban manifoldunun bir
generalleştirilmiş m-quasi-Einstein manifoldu olduğu görülür. ∇ϕ bir konformal
vektor alanı olduğunda Sonuç 4.10 elde edilir. 2
Aşağıdaki teoremde potansiyel vektör alanın konformal olması durumunda elde
edilen sonuçlar verilmiştir.
Teorem 4.11 ( [20]). ϕ̃ fonksiyonu, taban manifoldu üzerinde tanımlı bir ϕ
fonksiyonunun lifti ve (M = Bn× f Fm,g,∇ϕ̃,λ )(m > 1) bir gradiyent Ricci soliton
olsun. ∇ϕ,∇ f vektör alanları, ∇2ϕ = αgB ve ∇2 f = βgB olacak şekilde B
üzerinde konformal ise {∇α,∇β ,∇ f} kümesi lineer bağımlıdır. Özel olarak,
∇β = fm ∇α ise f fonksiyonu sabittir, yani M bir Einstein manifoldudur.
İspat: ∇ϕ vektör alanı B manifoldu üzerinde bir konformal vektör alanı
olsun. Lemma 4.7 kullanılarak B manifoldunun (4.4) eşitliğini sağlayan bir
genelleştirilmiş m-quasi-Einstein manifoldu olduğu görülür. ∇ f bir konformal
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vektör alanı olduğunda,
BRic = (λ −α + m
f
β )gB (4.5)
eşitliği sağlanır. n ≥ 3 için, λ −α + mf β sabittir. Buradan, R = n(λ −α +
m
f β )











elde edilir. O halde, ∇α − mf ∇β +
mβ
f 2 ∇ f = 0 dir. Bu durumda
{∇α,∇β ,∇ f} kümesi linner bağımlıdır. Gerekli düzenlemeler yapıldığında,
∇ f = f
β
(
∇β − fm ∇α
)
olarak yazılabilir. ∇β = fm ∇α vektör alanı için, f warping
fonksiyonu sabit olur.
Diğer taraftan, V,W ∈ L(F) için,
λg(V,W )−∇2ϕ̃(V,W ) = FRic(V,W )−
(
f ∆ f +(m−1)|∇ f |2
)
gF(V,W )
dir. ∇2ϕ(V,W ) = f (∇ϕ̃( f ))gF(V,W ) olduğundan,
FRic =
(
λ f 2 + f ∆ f +(m−1)|∇ f |2− f ∇ϕ( f )
)
gF
dir. f fonksiyonu sabit olduğundan, FRic = λ f 2gF dir. B manifoldu Einstein
olduğundan, M bir Einstein manifoldu olur. 2
4.1.2.2. Potansiyel Fonksiyonun Fiber Manifoldundan Lift Edilmesi Durumu
Lemma 4.12 ( [20]). ϕ̃ fonksiyonu, fiber manifoldu üzerinde tanımlı bir ϕ
fonksiyonunun lifti ve (M = Bn × f Fm,g,∇ϕ̃,λ )(m > 1) aşikar olmayan bir
gradiyent Ricci soliton olsun. Bu durumda taban manifoldu (Bn,gB, f ,λ ) bir
m-quasi-Einstein manifoldudur ve fiber manifoldu µ = λ f 2 + f ∆ f +(m−1)|∇ f |2
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İspat: M = Bn× f Fm bir warped çarpım manifoldu, ϕ̃ taban manifoldu üzerinde
tanımlı bir düzgün ϕ : Fm −→R fonksiyonun M manifolduna lifti ve (M,g,∇ϕ̃,λ )
bir gradiyent Ricci soliton olsun.
Sonuç 2.36 kullanılarak, her X ,Y ∈ L(B) için,
Ric(X ,Y ) = BRic(X ,Y )− m
f
∇
2 f (X ,Y )
yazılabilir. (3.2) eşitliğinden
λg(X ,Y )−∇2ϕ̃(X ,Y ) = BRic(X ,Y )− m
f
∇
2 f (X ,Y ) (4.6)
dir. ∇2ϕ̃(X ,Y ) = g(∇X ∇ϕ̃,Y ) = 0 olduğundan (4.6) eşitliği yeniden düzenlenirse
BRic(X ,Y )− m
f
∇
2 f (X ,Y ) = λgB(X ,Y ) (4.7)
elde edilir. Yani B taban manifoldu bir m-quasi-Einstein manifoldudur.
(4.7) eşitliğinde her iki tarafının izi alınırsa,




olur. (4.8) eşitliğinin kovaryant türevi alınırsa ∇(BR) =− mf 2 ∇ f ∆ f +
m
f ∇∆ f eşitliği
bulunur.









































(4.7) eşitliğinde Ricci tensör alanı (1,1)−tipinde Ric(∇ f ) olarak yazılırsa,
− m
2 f 2














∇ f ∆ f − m
2 f
∇∆ f = 0
olur ve eşitliğin her iki tarafı 2 f
2
m ile çarpılırsa
λ f ∇ f +∆ f ∇ f + f ∇∆ f +(m−1)∇|∇ f |2 = 0
bulunur. O halde, ∇
(
λ f 2 + f ∆ f +(m−1)|∇ f |2
)
= 0 dir. Sonuç olarak µ = λ f 2+
f ∆ f +(m−1)|∇ f |2 fonksiyonu sabittir.
Diğer taraftan, her V,W ∈ L(F) için,
Ric(V,W ) = FRic(V,W )−
(




λ f 2gF(V,W )−∇2ϕ̃(V,W ) = FRic(V,W )−
(
f ∆ f +(m−1)|∇ f |2
)
gF(V,W )
yazılabilir. ∇ϕ̃ ∈ L(F) olduğundan,
∇
2
ϕ̃(V,W ) = g(∇V ∇ϕ̃,W ) = g(
F












λ f 2 + f ∆ f +(m−1)|∇ f |2
)
gF(V,W ) (4.9)





ϕ = µgF (4.10)
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olarak yazılabilir. Yani, Fm fiber manifoldu bir gradiyent Ricci solitondur. 2
Teorem 4.13 ([20]). ϕ̃ fonksiyonu, kompakt fiber manifoldu üzerinde tanımlı bir
ϕ fonksiyonunun lifti ve (M = Bn × f Fm,g,∇ϕ̃,λ )(m > 2) bir gradiyent Ricci
soliton olsun. ∇ϕ vektör alanı F üzerinde konformal ise M manifoldu Bn× f Sm
manifolduna izomorftur. Sonuç olarak M bir Einstein manifoldudur.
İspat: M = Bn× f Fm bir warped çarpım manifoldu ve (M,g,∇ϕ̃,λ ) bir gradiyent
Ricci soliton olsun. Lemma 4.12 kullanılarak Fm fiber manifoldunun potansiyel
fonksiyonu ϕ olan bir gradiyent Ricci soliton olduğu açıktır. Aşikar olmayan bir
∇ϕ konformal vektör alanı için, [5] makalesindeki Teorem 2 nin ispatına benzer
bir yol izlenebilir.
∇ϕ vektör alanı, fiber manifoldu üzerinde bir konformal vektör alanı olsun. Bu
durumda ∇2ϕ = αgF eşitliği sağlanacak şekilde bir α ∈ F(F) fonksiyonu vardır.
Bu durumda, (4.10) eşitliği FRic = (µ−α)gF olarak yazılabilir. m≥ 3 için, µ−α
sabittir, o halde fiber manifoldunun skaler eğriliği FR= n(µ−α) sabit olur. Sonuç
olarak
L∇ϕ FRic = 2(µ−α)αgF
elde edilir. Şimdi [45] - Teorem 4.2 (s.54) uygulanırsa Fm fiber manifoldunun
Sm Öklid küresine izometrik olduğu söylenebilir. B taban manifoldu bir
m-quasi-Einstein manifoldu olduğundan, Sonuç 3.10 kullanılarak M manifoldunun
bir Einstein manifoldu olduğu açıktır. 2
Teorem 4.14 ([20]). M = Bn × f Fm bir warped çarpım manifoldu ve ϕ̃ , fiber
manifoldu üzerinde tanımlı bir ϕ : Fm −→ R fonksiyonunun M manifolduna lifti
ve sabit olmayan bir fonksiyon olsun. (M,g,∇ϕ̃,λ ) bir gradiyent Ricci soliton ise
M manifoldu bir Riemann çarpım manifoldudur, yani f fonksiyonu sabittir.
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İspat: M bir gradiyent Ricci soliton olsun. Bu durumda her X ,Y ∈X(M) için (3.2)
eşitliği sağlanır. Özel olarak ∇ f ∈L(B) ve ∇ϕ̃ ∈L(F) vektör alanları seçildiğinde,
Ric(∇ f ,∇ϕ̃)+∇2ϕ̃(∇ f ,∇ϕ̃) = λg(∇ f ,∇ϕ̃)
yazılabilir. Sonuc 2.36 den Ric(∇ f ,∇ϕ̃) = 0 dır ve g(∇ f ,∇ϕ̃) = 0 olduğu açıktır.
O halde,
0 = ∇2ϕ̃(∇ f ,∇ϕ̃) = g(∇∇ f ∇ϕ̃,∇ϕ̃)
= g
(








olur. Bu durumda warping fonksiyonu f sabittir, yani M manifoldu bir Riemann
çarpım manifoldudur. 2
4.2. Çoklu Warped Çarpım Manifoldu Üzerinde Ricci Solitonlar
Bu kısımda çoklu warped çarpım manifoldunun Ricci soliton olması durumu ile
ilgili yapılan çalışmalardan bazıları [1, 27] verilecektir.
Önerme 4.15 ([27]). (Br,gB) bir Riemann manifoldu ve b > 0,ϕ ∈ F(B) olsun.
c,λ ,si(6= 0) ∈ R için
































||gradBϕ||2 = µ (4.13)
eşitliği sağlanır.
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Teorem 4.16 ([27]). M = Br ×b Fs11 ×b F
s2
2 ×b · · · ×b Fsmm çoklu warped çarpım




si > 1 için, λ ≥ 0 ve warping fonksiyonu minimum ve maksimum değerlerini
alıyor ise M manifoldu bir Riemann çarpımıdır.
Teorem 4.17 ([27]). M = Br ×b Fs11 ×b F
s2
2 ×b · · · ×b Fsmm çoklu warped çarpım
manifoldu ve ϕ̃ = ϕ ◦ π olmak üzere (M,g,∇ϕ̃,λ ) bir gradiyent Ricci soliton




si > 1 ise
M manifoldu kompakttır.
Teorem 4.18 ([27]). (Br,gB) bir complete Riemann manifoldu, b > 0,ϕ ∈ F(B)




si > 1 iken (F
si
i ,gFi) complete




gFi ise ϕ̃ = ϕ ◦
π olmak üzere (M = Br×b Fs11 ×b F
s2




M = Br×b Fs11 ×b F
s2







warped çarpım manifoldu; X ∈ L(B), Vi ∈ L(Fi) ve X̄ = X + Vi olmak










bir Ricci solitondur ve b warping fonksiyonu





olacak biçimde Ricci solitondur.
Teorem 4.20 ( [1]). (B,gB,X ,λ ) bir Ricci soliton ve (Fsii ,gFi) manifoldları
FiRic = µigFi olacak biçimde Einstein manifoldları olsun. Bu durumda,
(i) 1≤ i≤ m için Vi vektör alanı 2ρi faktörü ile konformal vektör alanı,
(ii) HessbB = 0,
















gFi , X̄ ,λ
)
manifoldu bir Ricci solitondur.
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Teorem 4.21 ([1]). (M = B×b F1×b F2×b · · · ×b Fm,g,φ ,λ ) bir gradiyent Ricci
soliton olsun. Bu durumda,
(i) u = φ1 −∑si lnb olmak üzere (B,gB,u,λ ) bir gradiyent Ricci solitondur ve
F1×F2×·· ·×Fm üzerinde bir sabit noktada φ1 = φ dir.
(ii) b fonksiyonu sabit ise B manifoldu üzerinde bir sabit nokta için ui = φ olacak
biçimde (Fi,gFi ,ui,λb














eşitlikleri sağlansın. Bu durumda, λ , f ,ϕ fonksiyonları arasında µ ∈ R bir sabit
olmak üzere,
λ f 2 + f ∇ f +(m−1)|∇ f |2− f ∇ϕ( f ) = µ (5.3)
eşitliği sağlanır.
Teorem 5.2 ([18]). (Bn,gB) bir complete Riemann manifoldu, f > 0,λ ,ϕ ∈ F(B)
olsun ve (5.1) ve (5.2) eşitlikleri sağlansın. m > 1 iken (Fm,gF) complete Riemann
manifoldu için (5.3) sağlanacak şekilde FRic = µgF ise (M = Bn× f Fm,g,∇ϕ̃, λ̃ )
bir gradiyent almost Ricci solitondur.
Teorem 5.3 ([18]). m > 1 olmak üzere FRic = µgF ise (M = Bn× f Fm,g,∇ϕ̃, λ̃ )
bir gradiyent almost Ricci soliton warped çarpım manifoldu olsun. Aşağıdaki
koşullardan biri sağlanırsa M manifoldu bir Riemann çarpım manifoldudur:
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5. WARPED ÇARPIM MANİFOLDU ÜZERİNDE 
GRADİYENT ALMOST RICCI SOLİTONLAR
Ricci solitonların bir genellemesi olan almost Ricci solitonların warped çarpım 
manifoldu olması durumu Feitosa, Filho, Gomes ve Pina [18] tarafından "Gradient 
almost Ricci soliton warped product" isimli makalede incelenmiştir. Bu bölümün 
ilk kısmında bu makalede elde edilen bazı sonuçlar verilecek ve tez çalışması ile 
ilgili olarak elde edilen yeni sonuçlar [21] ikinci kısımda ispatlanacaktır.
5.1. Warped Çarpım Gradiyent Almost Ricci Solitonlar
Önerme 5.1 ([18]). (Bn, g) bir Riemann manifoldu ve f > 0, λ , ϕ ∈ F(B) olsun. 
m(=6 0) ∈ R sabiti için,
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1. f fonksiyonu miminum değerini alır ve λ ≥ µ
f 2
( f fonksiyonu maksimum
değerini alır ve λ ≤ µ
f 2
).
2. λ ≤ 0 ve p,q noktaları sırasıyla f fonksiyonunun minimum ve maksimum
değerleri olmak üzere λ (p)≤ λ (q).
5.2. Çoklu Warped Çarpım Manifoldları Üzerinde Gradiyent Almost
Ricci Solitonlar İçin Elde Edilen Sonuçlar
Önerme 5.4 ([21]). M = Br ×b Fs11 ×b F
s2
2 ×b · · · ×b Fsmm çoklu warped çarpım
manifoldu, ψ : M −→ R ve λ : B −→ R iki düzgün fonksiyon ve (M,g,∇ψ, λ̃ )
bir gradiyent almost Ricci soliton olsun. Bu durumda ψ fonksiyonu taban
manifoldunda tanımlı bir ϕ fonksiyonunun lifti, yani ψ = ϕ̃ dir. Ayrıca,





















İspat: (M,g,∇ψ, λ̃ ) bir gradiyent almost Ricci soliton ve X ∈ L(B),
Vj ∈ L(Fj), 1≤ j ≤ m olsun. Lemma 2.41 den,
Ric(X ,Vj) = 0, 1≤ i≤ m
olduğu açıktır. (∇ψ)B ∈ L(B) ve (∇ψ)Fi ∈ L(Fi), 1≤ i≤ m olmak üzere ∇ψ ,
∇ψ = (∇ψ)B +(∇ψ)F1 + · · ·+(∇ψ)Fm
biçiminde yazılabilir. (3.4) eşitliği göz önüne alındığında,
Ric(X ,Vj)+∇2ψ (X ,Vj) = λ̃g(X ,Vj)
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olduğundan aşağıdaki eşitlik elde edilir.




























Burada her 1 ≤ j ≤ m için (∇ψ)Fj = 0 olduğundan ∇ψ = (∇ψ)B ∈ L(B) dir.
Dolayısıyla, liftin tekliğinden ψ = ϕ̃ olacak biçimde bir ϕ : B −→ R fonksiyonu
































eşitliği elde edilir. 2
Lemma 2.41 kullanılarak aşağıdaki sonuçlar elde edilmiştir.
Önerme 5.5 ([21]). M = B×b1 F1×b2 F2×b3 · · ·×bm Fm bir çoklu warped çarpım
manifoldu ve ϕ,λ : B −→ R iki düzgün fonksiyon ve (M,g,∇ϕ̃, λ̃ ) bir gradiyent
almost Ricci soliton olsun. Bu durumda,











b2i gFi eşitlikleri sağlanır. Burada µ



















İspat: (M,g,∇ϕ̃, λ̃ ) bir gradiyent almost Ricci soliton olsun. Lemma 2.38 ve (3.4)
eşitliği kullanılarak, X ,Y ∈ L(B) için,







olur. ∇2ϕ̃(X ,Y ) = HessBϕ(X ,Y ) olduğundan,







(5.5) eşitliği gösterilmiş olur. İkinci eşitliği göstermek için, (3.4) eşitliği ve Lemma
2.41 kullanılarak, V,W ∈ L(Fi) için,



















































b2i gFi (V,W )
olarak yazılabilir. 2
Warping fonksiyonlarının eşit olması durumunda, yani bi = b ise aşağıdaki sonuç
elde edilir.
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Sonuç 5.6 ( [21]). M = B×b F1 ×b F2 ×b · · · ×b Fm bir çoklu warped çarpım
manifoldu,
ϕ,λ :−→ R iki düzgün fonksiyon ve (M,g,∇ϕ̃, λ̃ ) bir gradiyent almost Ricci
soliton olsun. Bu durumda,











gFi eşitlikleri sağlanır. Burada µ











Aşağıdaki önerme ileride elde edeceğimiz sonuçlar için temel teşkil etmektedir.
Önerme 5.7 ([21]). (Br,g) bir Riemann manifoldu ve b > 0, ϕ ve λ , B üzerinde









ve (5.4) eşitlikleri sağlanır ise b, ϕ ve λ fonkisyonları arasında bir µ ∈ R sabiti
için






İspat: (5.8) eşitliğinin izi alınırsa







bulunur ve bu eşitliğin kovaryant türevi alınırsa



























eşitliği elde edilir. Burada gerekli hesaplamalar yapıldığında,




















































































eşitlikleri elde edilir. (5.12), (5.13) ve (5.14) eşitlikleri (5.11) eşitliğinde yerine
yazıldığında













































































































































































































































Teorem 5.8 ([21]). (Br,g) bir Riemann manifoldu, b > 0, ϕ ve λ , B üzerinde
tanımlı düzgün fonksiyonlar olsun ve (5.6) ve (5.7) eşitlikleri sağlansın. 1≤ i≤ m
olmak üzere (Fsii ,gFi) complete Riemann manifoldlarının Ricci eğrilik tensörü (5.9)




gFi eşitliğini sağlıyor ise (M = B×b F1×b
· · ·×b Fm,g,∇ϕ̃, λ̃ ) bir gradiyent almost Ricci solitondur.
İspat: (M = B×b F1×b F2×b · · ·×b Fm,g) bir çoklu warped çarpım manifoldu
olsun. X ,Y ∈L(B) için, ∇2ϕ̃(X ,Y ) = HessBϕ(X ,Y ) ve ∇2b̃(X ,Y ) = HessBb(X ,Y )
olduğu açıktır. (5.6) eşitliğinden,








olur ve Lemma 2.38 kullanılarak,
Ric(X ,Y )+∇2ϕ̃(X ,Y ) = λ̃gB(X ,Y )
eşitliğinin sağlandığı görülür.
X ∈ L(B) ve V ∈ L(Fi) için ∇2ϕ̃(X ,V ) = g(∇X ∇ϕ̃,V ) = 0 dir. Lemma 2.41 den
(3.4) eşitliğinin sağlandığı görülür.
i 6= j olmak üzere V ∈ L(Fi) ve W ∈ L(Fj) için ∇2ϕ̃(V,W ) = g(∇ϕ̃(b)b V,W ) = 0
olduğundan ve Lemma 2.41 kullanılarak, (3.4) eşitliğinin sağlandığı görülür.
Son olarak, V,W ∈ L(Fi) için ∇2ϕ̃(V,W ) = g(∇ϕ̃(b)b V,W ) dir ve Lemma 2.41, (5.7)





































= λ̃g(V,W )−∇2ϕ̃(V,W )
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bulunur, yani (3.4) eşitliği sağlanır.
Sonuç olarak, çoklu warped çarpım manifoldu M, bir gradiyent almost Ricci
solitondur. 2
Teorem 5.9 ( [21]). Çoklu warped çarpım gradiyent almost Ricci soliton,
(M = B×b F1×b · · ·×b Fm,g,∇ϕ̃, λ̃ ) olmak üzere,
(i) b bir minimuma sahip ve λ̃ ≥ µb2 (veya b bir maksimuma sahip ve λ̃ ≤
µ
b2 ),
(ii) λ̃ ≤ 0 ve p, q noktaları b fonksiyonunun sırasıyla maksimum ve minimum
değerleri olmak üzere λ̃ (p)≤ λ̃ (q)
koşullarından birisi sağlanıyor ise M bir Ricci soliton ve Riemannian çarpımıdır.
İspat: Sonuç 5.6 dan (5.6) eşitliği sağlanır ve














gFi eşitliği sağlanır. Ayrıca Önerme 5.4 den (5.4) eşitliği
sağlanır. Sonuç olarak, Önerme 2.39 dan µ nün sabit olduğu söylenebilir. b bir
minimum değere sahip ve λ̃ ≥ µb2 ise ∆Bb ≤ 0 olur. Maksimum Prensibinden b
fonksiyonu sabittir.
p ve q noktaları b fonksiyonunun sırasıyla maksimum ve minimum değerleri olsun.
Bu durumda ∇b(p) = ∇b(q) = 0 ve ∆b(p)≤ 0≤ ∆b(q) dir. b > 0 olduğundan,
0≥ b(p)∆b(p) = µ− λ̃ (p)b2(p)≥ µ− λ̃ (q)b2(q) = b(q)∆b(q)≥ 0
ve
µ− λ̃ (p)b2(p) = 0 = µ− λ̃ (q)b2(q)














olarak yazılabilir. Bu durumda b fonksiyonu sabittir.







elde edilir. Bu eşitsizlikten b(p) = b(q) olduğu görülür, yani b fonksiyonu sabittir.
Her iki durumda da M bir Riemann çarpımıdır. 2
Teorem 5.10 ([21]). M = B×b F1×b F2×b · · ·×b Fm bir çoklu warped çarpım, ϕ̃
taban manifoldu üzerinde tanımlı bir düzgün ϕ fonksiyonun M manifolduna lifti
olsun. (M,g,∇ϕ̃, λ̃ ) bir gradiyent almost Ricci soliton ve ∇ϕ , B üzerinde bir
konformal vektor alanı ise, B bir genelleştirilmiş quasi-Einstein manifoldudur.
İspat: ∇ϕ , B üzerinde bir konformal vektor alanı, yani α : Br −→ R bir düzgün
fonksiyon olmak üzere HessBϕ = αgB olsun. Bu durumda (5.6) eşitliği,















elde edilir. f = e−
u
k seçilirse ∇2u− 1k du⊗du =−
k
f ∇









elde edilir, yani (B,gB,∇u,γ) bir genelleştirilmiş quasi-Einstein manifoldudur. 2
sabit olmadığı varsayılsın. X ∈ L(B) ve V ∈ L(F) için,
Ric(X ,V )+∇2u(X ,V )− 1
τ
du⊗du(X ,V )−αdφ ⊗dφ(X ,V ) = λg(X ,V ) (6.1)
dir. Ric(X ,V ) = 0 ve g(X ,V ) = 0 olduğundan (6.1) eşitliği,
∇
2u(X ,V )− 1
τ
du⊗du(X ,V ) = (6.2)0
olur. u fonksiyonu F fiber manifoldu üzerinde tanımlı bir fonksiyonun lifti olsun.
Bu durumda ∇u ∈ L(F) dir. Buradan, (6.2) eşitliği






6. WARPED ÇARPIM MANİFOLDU ÜZERİNDE τ -QUASI
  RICCI-HARMONİK METRİKLER
Bu bölümde τ-quasi Ricci-Harmonik manifoldunun warped çarpım manifoldu 
olması durumu incelenelerek elde edilen yeni sonuçlar verilecektir. Bu sonuçların, 
Batista, Adriano, Tokura [3] tarafından 2019 yılında yayımlanan "On warped 
product gradient Ricci-Harmonic soliton" isimli makalede yapılan çalışmaların bir 
genellemesi olduğu düşünülmektedir.
Önerme 6.1 ([22]). M = Bn × f Fm bir warped çarpım manifoldu ve g, M manifoldu 
üzerinde bir τ-quasi Ricci-Harmonik metriği ve φ sabit olmayan bir dönüşüm 
olsun. Bir (p, q) ∈ B × F noktasının komşuluğunda, φ dönüşümü φ = φB ◦ π veya 
φ = φF ◦σ biçiminde olması için gerek ve yeter koşul sabit olmayan bir u potansiyel 
fonksiyonunun B taban manifoldunda tanımlı bir fonksiyonun lifti olmasıdır.
İspat: M = Bn × f Fm bir warped çarpım manifoldu ve g, M manifoldu üzerinde 
bir τ-quasi Ricci-Harmonik metriği ve φ sabit olmayan bir dönüşümü olsun.
φ dönüşümünün φ = φB ◦ π veya φ = φF ◦ σ biçiminde olduğu ve u fonksiyonunun
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haline gelir. Yani, u fonksiyonu sabit demektir. Bu durum varsayımımızla çelişir.
Sonuç olarak u fonksiyonu B üzerinde tanımlı bir fonksiyonun liftidir.
Karşıt olarak, u fonksiyonu B üzerinde tanımlı bir fonksiyonun lifti olsun. Buradan
∇u ∈ L(B) dir. Sonuç 2.36 kullanılarak, X ∈ L(B) ve V ∈ L(F) için
∇
2u(X ,V )− 1
τ
du⊗du(X ,V ) = 0
ve
cdφ(X)dφ(V ) = 0 (6.3)
bulunur. φ sabit olmadığından M manifoldunun (p,q) noktası komşuluğundaki bir
W = X +V vektör alanı için dφ(W )dφ(W ) 6= 0 dir. Buradan,
(dφ(X))2 +2φ(X)dφ(V )+(dφ(V ))2 6= 0
olur. (6.3) yukarıda kullanılırsa kullanılarak (dφ(X))2 + (dφ(V ))2 6= 0, olduğu
görülür, yani dφ(X) = 0 veya dφ(V ) = 0 dır. 2
Not 6.2. f fonksiyonu sabit olursa M manifoldu warped çarpım manifoldu değil
bilinen Riemann çarpım manifoldu olur.
Önerme 6.1 yardımı ile aşağıdaki teorem ispatlanabilir.
Teorem 6.3 ([22]). M = Bn× f Fm bir warped çarpım manifoldu olsun. M üzerinde
tanımlı bir g metriğinin bir τ-quasi Ricci-Harmonik metrik olması için gerek ve
yeter koşul




2 f +∇2u− 1
τ
du⊗du−αdφ ⊗dφ = λgB, (6.4)
eşitliğinin sağlanması ve F manifoldunun FRic = µgF olacak biçimde Einstein
olmasıdır.
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2 f +∇2u− 1
τ
du⊗du = λgB, (6.5)
eşitliğinin sağlanması ve F manifoldunun{
FRic = µgF ,
τgφ = 0.
olacak biçimde harmonik Einstein olmasıdır.
Her iki durumda da µ
µ = f ∆ f +(m−1)|∇ f |2 +λ f 2 + f ∇ f (u) (6.6)
eşitliği ile belirlidir.
İspat: Durum (i): φ = φB ◦π ve X ,Y ∈ L(B) olsun. (3.10) eşitliğinde Sonuç 2.36
kullanıldığında, (6.4) elde edilir. V,W ∈ L(F) için, (3.10) eşitliği
Ric(V,W )+∇2u(V,W )− 1
τ
du⊗du(V,W )−αdφ ⊗dφ(V,W ) = λg(V,W )
olur. Önerme 6.1 den, u fonksiyonunun B manifoldundan lifti olduğu









g(V,W )+∇2u(V,W ) = λg(V,W ) (6.7)
eşitliği bulunur. Önerme 2.34 den faydalanarak,
∇







= f gF (V,W )∇u( f ) (6.8)
elde edilir. Bulunan sonuç (6.7) eşitliğinde yerine yazılırsa,
FRic(V,W ) =
(
f ∆ f +(m−1)|∇ f |2 +λ f 2 + f ∇ f (u)
)
gF(V,W )
elde edilir. Yani F manifoldu Einsteindır.
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Durum (ii): φ = φF ◦ σ ve X ,Y ∈ L(B) olsun. (3.10) eşitliğinde Sonuç 2.36
kullanıldığında, dφ(X) = 0 olduğundan (6.5) eşitliği bulunur. V,W ∈ L(F) için,
(3.10) eşitliği
Ric(V,W )+∇2u(V,W )− 1
τ
du⊗du(V,W )−αdφ ⊗dφ(V,W ) = λg(V,W )
olur. Önerme 2.34, du(V ) = 0 ve (6.8) eşitlikleri kullanılırsa,
FRic(V,W )−αdφ ⊗dφ(V,W ) = µg(V,W )
bulunur. dφ(∇u) = 0 olduğundan, F manifoldu harmonik Einsteindır. 2
Not 6.4. Teorem 6.3, Sonuç 3.10 ve [3] makalesindeki Teorem 1.3 ün
genelleştirilmiş halidir.
Sonuç 6.5 ([22]). M =Bn× f Fm bir warped çarpım manifoldu ve g, M üzerinde bir
τ-quasi Ricci-Harmonik metrik olsun. ∇ f vektör alanı B taban manifoldu üzerinde
konformal vektör alanı için,
(i) φ = φB ◦π ise B manifoldu üzerindeki gB metriği bir genelleştirilimiş τ-quasi
Ricci-Harmonik metriktir.
(ii) φ = φF ◦σ ise B manifoldu is genelleştirilmiş τ-quasi Einsten manifoldudur.
Teorem 6.6 ([22]). M = Bn× f Fm bir warped çarpım manifoldu ve g, M manifoldu
üzerinde bir τ-quasi Ricci-Harmonik metriği ve φ sabit olmayan bir dönüşüm
olsun. λ ≥ 0 ve m
f
∆ f ≥BR ise u fonksiyonu sabittir, yani M manifoldu harmonik
Einsteindır.








bulunur. Hipotez kullanılırsa, ∆Bu≥ 0 olmak zorundadır. Maksimum prensibinden
u fonksiyonu B üzerinde sabit olmak zorundadır. Bu durumda u fonksiyonunun M
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manifolduna lifti sabittir, yani M manifoldu harmonik Einsteindır. 2
Buradan itibaren φ dönüşümü φ : M −→ R biçiminde reel değerli bir fonksiyon
olarak kabul edilecektir.
Teorem 6.7 ([22]). f = f ◦ξ , u= u◦ξ , ϕ ◦ξ , φ = φ ◦ξ fonksiyonları (Rn,ϕ−2g0)
manifoldunda tanımlansın, sabit olmayan bir φ dönüşümü ile birlikte(
M = Rn× f Fm,g = ϕ−2g0 + f 2gF
)
manifoldu üzerinde tanımlı g metriğinin bir









































































||α||2 = 0. (6.12)
denklem sisteminin sağlanmasıdır.
İspat: Teorem 6.3, Bn × f Fm manifoldu üzerinde tanımlı g metriğinin τ-quasi
Ricci-Harmonik olması için gerek ve yeter koşulu vermektedir. Bu teorem
ile birlikte değişmez çözüm tekniği kullanılarak (6.9), (6.10), (6.11) ve (6.12)
denklemleri elde edilecektir.
İlk olarak, sıfırdan farklı seçilmiş bir α = (α1, . . . ,αn) vektörü seçilsin. ξ : Rn→R
fonksiyonu ξ (x1, . . . ,xn) = α1x1 + · · ·+αnxn eşitliği ile tanımlansın. ϕ(ξ ), h(ξ ),
u(ξ ) ve f (ξ ) fonksiyonları ξ değişkenine bağlı fonksiyonlar olarak düşünülürse,
ϕ,xi = ϕ
′
αi, f,xi = f
′
αi, u,xi = u
′
αi, φ,xi = φ
′
αi
ϕ,xix j = ϕ
′′
αiα j, f,xix j = f
′′
αiα j, u,xix j = u
′′




yazılabilir. Burada B= (Rn,ϕ−2g0) olmak üzere f = fB◦π, ϕ = ϕB◦π, u= uB◦π
ve φ = φB ◦π, fonksiyonları B manifoldundan lift edilmişlerdir.







eşitliği ile belirlidir [7].
(Hessg0(ϕ))i, j = ϕ
′′αiα j, ∆g0ϕ = ϕ














Hess(u), gB metriğine göre hesaplanırsa,







bulunur. Birbirinden farklı i, j,k değerleri için Christoffel sembolleri Γki j,
Γ
k













(HessgB(u))i j = u,xix j +ϕ





= αiα ju′′+(2αiα j−δi jεi||α||2)ϕ−1ϕ ′u′ (6.15)
olarak hesaplanır.
f fonksiyonunun Laplasiyeni ∆gB f = ∑k ϕ
2εk(HessgB( f ))kk ise
∆gB f = ||α||2ϕ2( f ′′− (n−2)ϕ−1ϕ ′ f ′) (6.16)
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eşitliği ile belirlidir.
Diğer taraftan, gB konformal metriği üzerinde ∇ f (u), |∇ f |2 ve (∇φ ⊗∇φ)i j
∇gB f (u) = 〈∇gB f ,∇gBu〉= ϕ2 ∑
k




|∇gB f |2 = ϕ2 ∑
k




(∇gBφ ⊗∇gBφ)i j = φ,xiφ,x j = αiα j(φ ′)2,
(∇gBu⊗∇gBu)i j = u,xiu,x j = αiα j(u′)2
(6.17)
eşitlikleri ile belirlidir.
i = j için (6.14), (6.15) ve (6.17) eşitlikleri (6.4) denkleminde yerine yazıldığında
(6.10) eşitliği elde edilir.







































(u′)2−θ(φ ′)2 = 0
olur, bu eşitlik (6.9) denklemidir.
Şimdi αiα j = 0, ∀i 6= j durumu incelenecektir. αk0 = 1 ve k 6= k0 için αk = 0 olacak
biçimde bir sabit k0 ele alınsın. Bu durumda, (6.14), (6.15) ve (6.17) eşitlikleri (6.4)
denkleminde yerine yazılırsa i 6= k0 için (6.10) denklemi elde edilir, yani, αi = 0
dır. i = k0 için (6.9) denklemi elde edilir, yani, αk0 = 1 dir.
(6.16), (6.17) eşitlikleri (6.6) eşitliğinde yerine yazılırsa (6.11) denklemi elde edilir.






gB(∇φ ,∇ f )
]
= gB(∇gBφ ,∇gBu) (6.18)
elde edilir. (6.16), (6.17) eşitlikleri (6.18) denkleminde yerine yazılırsa (6.12)
eşitliği elde edilir. 2
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Sonuç 6.8 ( [22]). f = f ◦ ξ , u = u ◦ ξ , ϕ ◦ ξ , φ = φ ◦ ξ fonksiyonları
(Rn,ϕ−2g0) manifoldunda tanımlansın, sabit olmayan bir φ dönüşümü ile birlikte(
M = Rn× f Fm,g = ϕ−2g0 + f 2gF
)
manifoldu üzerinde g metriği bir τ-quasi
Ricci-Harmonik metriği olsun. ||α||2 = 0 ise λ = 0 ve µ = 0, yani, Fm manifoldu
Ricci flattir.
Örnek 6.9. Teorem 6.6 da ||α||2 = 0 olsun. Warping fonksiyonu f (ξ ) = eξ ,
ϕ(ξ ) = eξ ve φ(ξ ) = ξ ve θ = 1 olarak seçilirse (6.9) eşitliği,
1
τ
(u′)2−u′′−2u′ = n−3m−2 (6.19)
ikinci dereceden doğrusal olmayan adi diferansiyel denklemidir. (6.19) denklemi








bulunur. Sonuç olarak, (Rn,ϕ−2g0) manifoldu üzerinde yukarıdaki eşitlikler ile
tanımlı f , u, ϕ ve φ fonksiyonları Teorem 6.6 daki diferansiyel denklem sistemini
sağlar, yani
(
M = Rn× f Fm,g = ϕ−2g0 + f 2gF
)
manifoldu üzerinde bir τ-quasi
Ricci-Harmonik metriği vardır.
Teorem 6.10 ([22]). f = f ◦ξ , u = u◦ξ , ϕ ◦ξ ve φ = φ ◦ζ fonksiyonları sırasıyla
(Rn,ϕ−2g0) ve (Rm,ψ−2g0) manifoldlarında tanımlansın. Sabit olmayan bir
φ dönüşümü ile birlikte
(
M = Rn× f Fm,g = ϕ−2g0 + f 2gF
)
manifoldu üzerinde








































f ′′ϕ2 f − (n−2)ϕ ′ϕ f f ′+(m−1)( f ′)2ϕ2− f ′ f ϕ2h′
]




















′′− (m−2)ψψ ′φ ′
]
||β ||2 = 0 (6.24)
denklem sisteminin sağlanmasıdır.
İspat: Bu ispatta değişmez çözüm tekniği hem taban hem de fiber manifolduna
uygulanacaktır. Teorem 6.7 nın ispatında yapıldığı gibi, i 6= j için (6.13) ve (6.17)
eşitliklieri (6.5) denkleminde yerine yazılarak (6.20) denklemi elde edilir. i= j için
ise (6.14), (6.17) eşitlikleri (6.5) denkleminde yerine yazılarak (6.21) denklemi elde
edilir.
Teorem 6.3 den, F manifoldunun harmonik-Einstein manifoldu olduğu
bilinmektedir. Buradan c > 0 olmak üzere,
RicgF − c∇gF φF ⊗∇gF φF = µgF (6.25)
ve
µ = f ∆gB f +(m−1)|∇gB f |2 +λ f 2 + f ∇gB f (u) (6.26)
dir. Sıfırdan farklı bir β = (β1, ...,βm) için ψ : Rm→ (0,∞),ζ : Rm→ R sırasıyla
fiber manifoldunun konformal faktörü ve değişmez fonksiyonudur. u(ζ ) olmak
üzere,
(∇gF φF ⊗∇gF φF)i j = φ,yiφ,y j βiβ j ∀i, j = 1, ...,m (6.27)
dir. (6.17) eşitliği (6.26) denkleminde yerine yazılırsa
[
f ′′ϕ2 f − (n−2)ϕ ′ϕ f f ′+(m−1)( f ′)2ϕ2− f ′ f ϕ2u′
]
||α||2 +λ f 2 = µ (6.28)
elde edilir. (6.13), (6.14), (6.27) ve (6.28) eşitlikleri (6.25) denkleminde yerine
yazılırsa, i = j için (6.22) ve i 6= j için (6.23) denklemleri elde edilir. Son olarak,
Teorem 6.3 in (ii) maddesi kullanılarak ∆gF φF = 0 olduğu görülür. (6.16) eşitliği
kullanılarak (6.24) denklemi elde edilir. 2
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